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ASUPRA EGALITATII 2 (E, F) = N(E, F)"
DE

CONSTANTIN P. NICULESCU

Se di o noui abordare problemeilui A. Grothendieck privind egalitatea #(E, F) =
=N(E, F) care inglobeazd toate rezultatele precedente in aceasti directie.

Unul dintre rezultatele cele mai profunde din teoria geometrica
(izometried) a spatiilor Banach este acela al lui A. Dvoretzki [1] privind
existenta sectiunilor aproape sferice ale bulelor unitate ale spatiilor Banach.
Dlstanta Banach-Mazur d(E, F') dintre doud spatii Banach izomorfe se
definegte prin:

d(E, F) = inf {|T|-|T-]]; T izomorfism de la E in F}.

Atuneci are loe urmitorul rezultat : :

1. TEOREMA (A. Dvoretzki). Fie E un spajiv Banach infinit dimen-
sional st fie n € IN si = > 0. Atunci existd un subspatiu n-dimensional F< I
astfel incit A, £4(n)) <1 4+ =

Simplifiedri, precizari sau rafiniri ale demonstratiei originale se
datorese Ini T. Figiel [3], T. Figiel, J. Lindenstraus §i V. D. Milman [4],
J. L. Krivine [9], V. D. Milman [15] i A. Szankowski [17].

Ele utilizeaza fle aparatul teoriei geometrice a misurii (a la Federer)
fie tehnici vis & vis de lema lui Ramsey de colorare.

Teorema lui Dvoretzki a permis solutionarea unor probleme consi-
derate grele ale teoriei spatiilor Banach prmtre care si aceea a subspatiilor
complementate. In cele ce urmeazi vom analiza (rafinind o tehnicd
datoritd lui J. Lindenstrauss si A. Pelezynski [10]) consecintele acestei
teoreme intr-o alti problem# centrald a teoriei spatiilor Banach :

2. ProBLEMX (A. Grothendieck). Fie E si F' doud spatii astfel ci
orice operator de la F in F' este nuclear. Este cel putin unul dintre spa-
tille E si F finit dimensional?

Amintim ca un operator T € #(FE, I') se zice nuclear dacid admite o
reprezentare de forma T'= Xk, 2, @ yp,cu y, € B, 2, €F, ||2,] = llynll = 1
si Z| 2| < co. Multimea tuturor asemenea operatori va fi notatd cu
N(E, F).

Solutii ale problemei 2 sub diverse ipoteze suplimentare se datorese
lui W. B. Johnson, J. Lindenstrauss si M. Zippin, 1. Tseitlin ete.

In prezenta solutionare a problemei 2 vom aborda o altd egalitate
intre spatiile de operatori. Anume, asa cum a aritat A. Grothendieck
[6], orice operator de la un &;-spatiu intr-un spatiu de tip £, este
absolut sumabil. Un &, -spatiu este precis un spatiu Banach E astfel

#) Lucrare prezentatid la Simpozionul National ,,Gheorghe Titeica’, Craiova, 20—21
septembrie 1978.
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428 CONSTANTIN P. NICULESCU 2

ci B este complementat intr-un spatiu L,(n), 1 < p < oo. O observatie
importanti este aceea ci daci F este un #,-spatin infinit dimensional
atunci existd o constantd 2> 1 incit E contine pentru fiece neIN sub-
spatii B, cu d(H,, £,(n)) < % si proiectii P, de la F pe E, cu ||P,|| < A
Vezi [11] pentru detalii.

Un operator T e Z(E, F) se zice absolut sumabil dacd existd o con-
stantd k> 0 incit :

Y Tol < k- sup 3| a(ny)|
i=1 "€E i

pentru orice familie #,, ... #, de elemente din E. Cea mai micd constanti
I se noteazd cu =,(T) si se numeste norma absolut sumabild a operatorului
T. Multimea tuturor operatorilor T € £2(H, F) care sint absolut sumabili
se noteazd cu (B, F).

Se pune in mod natural problema daci rezultatul mai sus mentio-
nat al lui A. Grothendieck admite i o reciproci :

3. ProBLEMA. Daci E si F sint doud spatii Banach infinit dimen-
sionale astfel ca :

Z(E, F) = 11(&, F)

este in mod necesar F izomorf cu un Z;-spatiu si ¥ izomorf cu un spatiu
Hilbert ? .

Asa cum a fost remarcat de S. V. Kisliakov [8] raspunsul la problema
3 este negativ. Mai precis el a aritat ci existd spatii Z < C[0, 1] incit
C [0, 1]/Z este reflexiv si infinit dimensional §i pentru care Z(Z’, ¢,) =
= T1(Z’, ¢,). In acest mod pentru a enunta reciproce ale rezultatului lui A.
Grothendieck sint necesare conditii suplimentare. Cea mai naturald este
aceea a lui J. Lindenstrauss si M. Zippin [12] si anume ca spatiul ¥ s
aibd suficiente algebre Boole de proiectii. Practic o consecintd a acestui
caz este si acela cind E’ este izomorf cu o latice Banach, dezvoltat de
H. P. Lotz [13].

In abordarea problemei 2 a lui A. Grothendieck ne vom situa intr-o
clasi de spatiu Banach legati de problema 3 :

4. DEFINITIE. Vom nota cu ¢ clasa spatiilor Banach Z cu proprieta-
‘tea cd dacd orice compunere :

T s j
(*) CO——»E'—->I’2—J->CO

este un operator absolut sumabil si dacé F este infinit dimensional atunci
E contine un sir #, de subspatii finit dimensionale cu sup d(E,, /.(n)) =
= A<<oo (si deci, folosind proprietatea de injectivitate a spatiilor £(n), E’
va contine subspatii F, cu d(F,, £(n)) < A si pe care existd proiectii
de normid < 2).

Am notat cu j incluziunea canonici a lui 4, in ¢,.
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5. Observatie. Si remarcdm ci potrivit teoremei graficului inchis
in conditiile in care orice compunere (#) produce un operator absolut suma-
bil va exista o constanti M >0 incit

m(jese Ty M- ||S

I .

pentru orice operatori Se Z(E’, l,) si T € #(c,, E'). Rezultd prin urmare
¢ pentru ca orice compunere () si producd un operator absolut sumabil
este necesar ca E’ si nu contind pentru p = 2 sau p = oo vreun sir I,
de subspatii finit dimensionale A-complementate in E’' gi astfel cid
sup d(F,, £,(n))< A. La acest punct definifia 4 este legati de problema funda-
mentald (incd deschisi) @ teoriei locale a spafiilor Banach : Este adevirat
¢ orice spatiu infinit dimensional E contine pentru cel putin un
pe{l, 2, 00} un sir E, de subspatii finit dimensionale A-complementate
§i astfel ci sup d(E,, £,(n)) < A?

Asa cum au remarcat W. B. Johnson si L. Tzafriri in [7] problema
fundamentali a teoriei locale a spatiilor Banach primeste un riaspuns po-
zitiv pentru subspatiile (inchise) ale laticilor Banach L cu proprietatea
¢i L nu contine uniform spatiile Z(n), n € IN. Combinind acest fapt cu pro-
pozitia 2.6 din [2] rezultd ci orice spatiu Banach F al carui dual este comple-
mentat intr-o latice Banach (echivalent, E are structurid locald necondi-
tionatd in sensul lui Y. Gordon si D. R. Lewis) apartine clasei 9.

In cele ce urmeazi ne va fi utili si urmitoarea :

6. Observatie. Fie E un spatiu Banach. Atunci orice operator
T € #(E', ¢,) este limita punetuald a unui sir generalizat §; cu 8, € Z(¢,, E)
§i 18]l < | 7]l In plus: ‘

i

my(T) = lim =,(82).

Demonstratie. Intr-adevir, dacid {e,!, desemneazid baza canonicd
a spatiului ¢, putem defini operatorii 8, prin:

Sa(') e Z <pn7 > T/(()n)

nea

pentru orice parte finiti « < IN, q.e.d.
Proprietatea duali aceluia din definitia 4 este indicatd in urmétoa-
rea :
7. LEMA Fie E un spajiu Banachk infinit dimensional de clasd .
Daca :

(T o8 ¢j") €n'(leoy leo)
pentru orice T € Z(E, ¢,) si orice 8 € £(¢,, E) atunct E' contine un gir de
subspatii finit dimensionale F, cu sup d(F,, £(n)) = A < 0 st pe care

existd proiectii de normd < A.
Demonstrajie. Vom remarca mai intii ci :

Jo R o Uem(cy Co)
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pentru orice U € Z(c,, E') si orice Ee Z(¢,, B). Intr-adeviir, (joR o U)' =
— (U’ oig)oRoj si deei (jo R °U)" €mlos boo)-

Am desemnat prin i, incluziunea canonicé a lui F in E'". Conform
teoremei graficului inchis existd o constantd M > 0 astfel cd

m(jo R o U) < M- |[R|-[| U]l

pentru orice Ue Z(c,, E') si orice Re%(¢,, E). Conform Observatiei 6,
de aici rezultd cd : '

m(je8 e T) < MASI-[TI

pentru orice T € Z(c,, E') §i orice Se P(E’, ¢,) astfel cd ramine s3 facem
uz de definitia 4, qe.d.

8. LEMX Fie E si F doud spatit Banach infinit dimensionale astfel
cii E este de clasd 4.

i) Daci %(E, F) = II(¥, F) atunci F este izomorf cu un spatiu Hil-
bert iar E contine un sir de subspatii B, cu sup d(E,, £,(n)) = ) < oo st
pe care existd proiectit de normd < A;

ii) Daca T € L(F, E) implicd T eN(E',F') atunci F este izomorf cu
wn spatiu Hilbert iar E conjine un sir de subspatii B, cu sup d(E,, £.(n)) < oo.

Demonstratie. In cele ce urmeazi vom prezenta detaliile de demonstra-
tie numai pentru ii). In primul rind si notdm existenta unei constante
M >0 astfel ci =y(1') < M -.|T| pentru orice Te ¥(F, E). Conform
teoremei lui Dvoretzky pentru orice s > 0 si orice nelN existd un subspa-
tiu inchis G = F de codimensiune » precum si un izomorfism 8 : £(n)— F|G
astfel e 18] - I8~ < 1 4 . Dacd Re L{4yn), E) si ¢: F—>F|G este
aplicatia cit canonicd, atunei

2((Ro8-1)) = m((Ro8-1op) < M- [|[Re87top]| < M- |[E]|- 187

si deci:
m(R') = m((Ke871°8)) < (RS ) - |8 < ML + <) - ||B].

Pentru T € £/, E) sd punem R, = T |£5(n) si fie P, proiectia cano-
nici a lui £, pe £y(n). Atunci T = lim R, . P,(x) pentru orice x € ¢, si con-

7n—00

form observatiei 6 rezultd cé :

(1) = lim my((R, ° P,)") < M1 + <)~ [ T]

n—00

ceea ce conform lemei 7 atrage dupi sine cd E contine uniform spatiile
lo(n) §i deci E’ contine un sir de subspatii finit dimensionale F, cu
ad(F,, £1(n)) < A pe care existd proiectii de normd < 2. ‘

Prin urmare va exista o constantd C >0 incit =,(7T) < C- |T|
pentru orice T € L(4H(n), F') si orice n e IN.

Fie ¢ : £4(T') — F’ o aplicatie surjectivi construitd pentru I' o mul-
tire convenabild de indici. Atunci ¢ va fi-absolut sumabila si deci va fac-
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toriza printr-un spatin Hilbert. in concluzie spatiul E este izomorf cu
un spatiu Hilbert, q.e.d.

Putem enunta acum rezultatul principal al acestei luerari :

9. TROREMA. Fie E si F doud spatii Banach dintre care cel pufin
unul este de clasd@ 4.

Dacé orice operator T de la E in F este absolut swumabil si are transpus
absolut sumabil atunci E sau F este finit dimensional.

~ Demonstratie. Si presupunem cii ambele spatii E si F sint infinit
dimensionale.

Dacit I este de clagi @ atunci din lema 8(i) rezultd ci F este izomorf
cu un spatin Hilbert iar F contine un sir de subspatii finit dimensionale
E, cu d(E,, £,(n)) < A si pe care existd proiectii de normia < A.

Prin urmare incluziunile canonice 7£,(n) — £y(n) se pot prelungi
natural la operatori T, € Z(E, F) astfel cd sup || T,| < o0 i sup =y(T) =00
(deoarece transpusa incluziunii canonice /, — ¢, nu este un operator abso-
lut sumabil). Aceasta insd contrazice faptul ci transpusul oricirui opera-
tor Te 2(E, F) trebuie si fie absolut sumabil.

Dacii F apartine clasei ¢ atunci conform lemei 8(ii) K este izomorf
cu un spatiu Hilbert iar ¥ contine un sir F, de subspatii finit dimensio-
nale cu sup d(F,, £.(n)) < oo. Se arata usor cii aceasta este in contradic-
tie cu faptul ci egalitatea Z(E, F) = I1,(E, F) implici existenta unei
constante M pentru care w,(T) < M- ||T| oricare ar fi Te ZL(lyn), F)
si oricare ar fi nelN, q.e.d.

Din teorema 9 rezultd ci problema 2 a lui A. Grothendieck primeste
un rispuns pozitiv cel putin cind unul dintre spatiile E si F' are structurd
locald neconditionatd in sensul lui Y. Gordon si D. R. Lewis, sau verifica
problema fundamentald a teoriei locale a spatiilor Banach.

Primitd 1a redactie in 16 ianuarie 1979
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Universitatea din Craiova
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ON EQUALITY
.?(E, F):N(E7 F)

(ABSTRACT)

A Banach space E is said to be a 9-space provided that if every composition (j denotes,
the canonical inclusion) .

T S  j
g —E'— I, ¢,

is absolutely summing then E is either finite dimensional or E contains uniformly the spaces
loo(n), ne N. By combining the main result in [7] with the proof of Theorem 2.6 in [2] it fol-
lows that every Banach space with local unconditional structure in the sense of Gordon and
Lewis is a #-space. Also, if E contains for p = 1 (or p = 2) A-complemented subspaces E,,
with d(E,, l,(n) < A, nem, then E is a g-space.

MAIN RESULT. Let E or F be a g-space. If every operator T'€#(E, F) is absolu-
t ely summing and has ahsolutely summing adjoint then E or F is finite dimensional.



