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ASUPRA DGAL,ITj'TIL s (8, F): l[(2, Jr)(*)
.DE

CONSTANTIN P. NICULESCU

Se di o noni abordare problemeilui A. Grothendieck plivind egalitatea 9(E,F):
:N(8, F) cale lnglobeaze toate rezultatele precedente in aceastd direclie.

Unul dintre rezulta,t'ele cele rnai profuntle din teoria geometric5,
(izometricS,) a spaliilor Banach este acela al lui A. Dvoretzki l1l privind
existenla secliunilor aproape sferice ale trulelor unitate ale spaliilor Banach.
Distanla Banach-Mazur d(8, -E) d.intre doui, spalii Banach izomorfe se
detine;te prin :

d(n, x): inf tllTll'llT-tll ; ? izomorfism cle la E in l)'
Atunci are loc urmitorul rezultat :

1. TnoaErvri (A. Dvoretzki). Eie E un. sytaliu Bunach infi.nit d,imen-
s'ional gi fie n e lN gf e > 0. Atunci enistd' u'n subspaliu n-d'imensional E c E
astfel i.nctt d(F, f"(n)) ( 1 f e.

Simplificdri, precizflri sau rafiniiri ale demonstraliei originale se
datoresc lui T. Figiel i3l, T. Figiel, J. f.,indenstraus qi V. D. l\{ilman [4],
J. L. I(rivine [9], V. D. Milman [15] ,,qi A. Szankowski [17].

Ele utilizeazil fie apara'tnl teoriei geometrice a misurii (i, la, Federer)
fie tehnici vis i, vis de lema lui Ramsey cle colorare.

Teorema lui l)voretzki a permis solu.tionarea unor probleme consi-
derate grele ale teoriei spaliilor Ranach printre care qi aceea, a subspaliilor
complementate. In cele ce urmeazd, vom analizn (rafinind o tehnici
datoritd, lui J. Lindenstrauss qi A. Pelczynski [10]) consecinlele acestei
teoreme intr-o alt5, problemi, centralS, a teoriei spaliilor Banach :

2. Pnoslsuf (A. Grothendiecli). Fie E ryi -F cloui spalii astfel c5,
oriee operator cle la E in .E' este nuclear. IJste cel pulin unul dintre spa-
ttltle E qi -E finit elimensional ?

Amintim c5, un operator T e g(E,l) se zice nuclear dac5, aclmite o
reprezentare de forma T: 2),o z" @ yL ctr y'" e E', ?, e7, ll z"ll : llyLll : t
qi Xl )," | < oo. llullimea tuturor asemenea operatori va fi notatS, cu
N(8, r).

Solulii ale problemei 2 sub diverse ipoteze suplirnentarc se d.atoresc
lui W. B. Johnson, J. Lindenstrauss ;i II. Zippin, I. Tseitlin etc.

in prezenta solu,tionare a problernei 2 vom atrorda o altd, egalitate
intre spaliile de operatori. Anume, aDa cum a ar[tat A. Grothendieck
[6], orice operator de la un 9t-spaliu intr-un spaliu cle tip gz este
absolut sumabil. Un 9n-spafiu este precis un spatiu Banach .o astfel

*) Lucrare prezentatd la Simpozionul Nalional ,,Gheorghe Ji[eica", Craiova, 20-21
septembrie 1978.
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c5, E" este complementat intr-un spaliu Lr(v\,1 ( p ( m. O observa!,ie
importantil este aceea ci, dacd Z este un .9r,-spa!iu infinit dimensional
atunci existd, o eonstante, ). > I incit -D con{.ine pentru fiece ro e IN sub-
spalii E* ctt d,(E*, /"(n)) ( 7. qi proieclii P" de la E pe En ctt llP"ll < L
Yezi [11] pentru cletalii.

Un operator Teg(E, F) se zice absolut surnabil dacd, existd, o con-
stantil lc > 0 incit :

fr

lll "rell 
<

nk' sup X Ir"(r,)lx'eE'f1
I lz'rl 6 I

pentru orice familie nr, . . . no de elemente din E. Cea mai mici, constanti
7i se noteaz[ cu n (?) qi se numeqte norma absolut sumabilS, a operatorului
7. Mullimea tuturor operatorilor T e 9(8,1) care sint absolut sumabili
se noteaz5, cu llr(8, B).

Se pune in mod natural problema dacd, rezult'atul mai sus menlio-
nat al lui A. Grothendieck admite si o reciprocfl:

3. hoer,nmL. Dacil -E qi ? sint doui, spalii Banach infinit dimen-
sionale astfel c5, :

g(D, F) : flt(E, I)

este in mod necesar E izomorf cu un 9r-spaliu qi Jfl izornorf cu un spaliu
Ililbert 9

Aqa cum a fost remarcat d.e S. Y. Kisliakov [8] rd,spunsul la problema
3 este negativ. Mai precis el a ar5,tat cd, existd, spalii Z c. ClD, 1l incit
C 10, lllz es^te reflexiv qi infinit dimensional qi pentru care 9(Z', /r):
: IIIZ', /r).In acest mod pentru a enunla reciproce ale rezultatului lui A.
Grothendieck sint necesare condilii suplimentare. Cea mai naturald, este
aceea a lui J. I-.,indenstrauss usi M. Zippin [12] qi anume ca spafiul J? sd,

aibd, suficiente algebre Boole de proieclii. Practic o consecin!5, a acestui
caz este si acela cind -E' este izomorf cu o latice Banach, dezvoltat de
II. P. Lotz ll3).

in abordarea problemei 2 a lui A. Grothendieck ne vom situa intr-o
clasd, de spaliu Banach legat5, de problema 3:

4. DEFrNrTm. Yom nota ct I clasa spaliilor Banach E cu proprieta-
t'ea c5, dacd, orice compunere :

? _.s iCs--+Li'-+ tz+Co

este un operator atrsolut sumabil qi dacd, l? este infinit dirnensiona,l atunci
-E conline un gir tn de subspalii finit dimensionale cu sup d,{E*, f*(n)\ :
: ).{oo (qi deci, folosind proprietatea deinjectivitateaspaliilor l-(n1,fl'
va conline sutrspafii In ctt d(I", /r(n)l ( ). gi pe care existd proieclii
de norm5, < I).

Am notat cu j incluziunea canonicf a lui trin co.

(*)



5. Obseroalfe. Sd, remarcd,rn cti, potrivit teoremei graficului inehis
in condiliile in care orice cornpunel'e (*) produce un operator absolut sllma-
bil va exista o constant[' M> 0 incit

zcr$ .s. ?) < xt' llr9ll' ll 
"ll

pentrn orice operatori B e9(E'r Ir) qi ? e g(eo, D'). Rezult5,p,rin ur.m?1g
c5, pentru ca oriee compunere (*) sd, producf,, un operator absolut sumatlil
este necesar ei1" E' sd, nu confini, pentru ? :2 sau p : oo vreun qir I"
de subspa-tii finit climensionale ).-complementate in D' qi astfel e['
sup d(-F", t"(n'))4l. I-,ra acest punct defini{ia 4 este legatd, d'e problema funda-
mentnld, (inc5, deschisi,) c teoriei locale a spaliilor Banach: Itrste adevirat
ci, orice spa{iu infinit dimensional n con!,ine peltru cel -pufin un
g e {1, Z, &} un qir .8,. de subspalii finit dimensionale }'-complementate
qi astfel cd, sup d(8", lo@\) < I?

Aga cum au remarcat W. B. Johnson qi I-,,. Tzafriri in [7] problema
fundamentali, a teoriei locale a spa$iilor Banach primeqte un rd,spuns po-
zitiv pentru subspaliile (inchise) ale laticilor Banach -Z cu proprietatea
ci, -t nu confine uniform spaliile /*(n), ro e lN. Combinind acest fapt cu plo-
pozi{ia 2.0 din [2] rezutti, cd, oriee spal,iu Banachl al cd,rui, d,ual este comple-
meriat 6ntr-o tatice Banaclz (echivalent, E are structurfl locald, necondi-
tionatd, in sensul lui Y. Gordon si D. R. Lewis) aparline c:lasei g-
'--- io 

""tu 
ee ulrneazS, ne va fi'util6 ;i urmi,tbaiea :

6. Obseroalie. Fie -E un spa{iu Banach. Atunci orice operator
I e 9lE' , /r) este^limita punctualS, a unui qir generalizat B| cu Bn e g(f z, El
qi li8,ll < ll"ll. In plus:

*r(Tl : Iim zrt(r$i).

Demonstralfe. Intr-adevir, dacfl [eol,, desemneazd" baza canonici,
a spaliului /, putern clefini operatorii Bo prin :

ASI'PRA EGALITATII s (E,F):N (E,F )

B"( .) : (en, .) T'(eo)

pentru orice part'e finiti cr c lN, q.e.cl.

Froprietatea cluali aceluia din definifirr, 4 este indicatf, in urmd,toa-
rea :

?. Lnui Fie E un spaliu Banach inJinit d,imensional de clctsd' 9.
Da,cd:

(? "B " j'\'erct(f*rl-)

pentru orice Te9(D, fr) gi orice Be 9(t", E\ atunci'D'.con!,ine wn gir de
-subspa!,ii 

linit d,imensionale Io cu sup d(I', lt(n)\ : )r < oo gi pe care
enistd proiecl'ii ile normd 4 7'.

I)amonstralie.\om remarca mai intii c[,:

Ined

joR'oAenr(co, co)
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pentru orice' fl e 9.(co, E') qi orice -E e 9(lz, .D). lntr-adevflr, (jofi' o U)':
: (U' od,u) o ft, o j' qi deci (i' R' o U)" er1(/*, /*)'

Am d.esemnat prin i" incluziunea canonic5, a lui z in 8". conform
teoremei graficului inchislxistS, o constant'd M >0 astfel cd,

,"Ji " R' " (J) < -7[' llfill ' ll Ull

pentru orice u e g(cs, E',) liorice B eg(tu E). conforrn observabiei 6,

rle aici rezult[ ei :

nJj " S " ?) 
-< 

M'llBll 'll 
"ll

pentru orice T e g(co, 
-z') $i orice B e 9(8" lr) astfel c5, rf,mine s5, facem

uz cle clefinilia 4, q.e.d-
g. I]mrL wie E gi I d,oud, spalii Banach infinit dim'ensionale astfel

cd, E este d'e clasd' 9.
i) Dacd, g(8, n):flr(E, x) a.ttt'nciW este izo-mgf 91! an spaliu Hit-.

bert iir E contriie un'gir d,e"subspalii E' cu sup d(-8,,, fr(n)) : )' { oo pi

pe care eristd, proieclii de normd' 4 l'1
ii)Dacd,Te9(I,E)implicd,.T'eflt(E',I.')atu'nci4.gtt-iz,omorfcu

u" ,piil* iitiert iar itr con.tine un pir de suqspalii Eocu sttp d(8", l*(n)) 1"o.
,D a m o n str ali e. irt c ele ce urmeazd, Yoln prez enta detaliile d'e d'emonstra-

tie numai"p*"ti" ii). in primulrind si, notd,m existenla unei const-ante

lr jo"i*it'"t ii nr('T'1 < a.-ltrll pentru orice ?_e.g(ry, E). conforrn
t1o-**"ii"i Dvoretiky p"ot"o oiice. > 0 qi orice. ro e lN^existd, un subspa--

;ilil;ht-Ccl' de cod"iriensiune Tr,precum Dr-uf. iloqgrfism B : /2Q).-> FIG

fi;f.l ;;lfs['lls-'ll < r f e.. Daci' EeL(/,{n), E) qi q: I]-+'FIG este

aplicnlia cit canonic5,, atunci

rr((E. S-r)') : nr((EoS-1"9)' ( M' llR"S-t"9iL < M' llBll ' ll'S-tll

gi deci :

rr(E') : rcr((ff"S-r'8)') ( rr((R'B-1)')' llsll < -01(1 + t)' llAll'

Pentru T e g(tr, -E) s5, pune4 ftr: !l/z@) qi fie P' proieclia.canq-

"i"n -i.ii-7, pe /r@).''Atunci ? : tjgt", P*(r) pentru orice re /' qi con-

form observatiei 6 rezult[' ci:
nr(T'):,,*-r((R' oPn)') < M(l * t) ' llf ll

ceea ce conform lemei 7 atrage d.upil sine c5, Z conline uniform- spaliile

)_iill *;;;i-t' contine un Jir de subspafii tinit d'-imensionale -8" cu

ilF"^', ir(i)) < r pe chre existS' proieclii de normfl ( ]"
prin urmare va exista o constantd C>0 incit zr1(?) < C'll"ll

pentrri;;il-" ; gQr(n), r') si orice it e IN'
' tr'i" I z lt(1.) -- F' o aplicalie surjectivS, construitd'..pentru I o mul-

tirrr" iritlool'ife,'O" indici. Atunci g va fi absolut sumabilS' qi deci va fac-
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toriza printr-un spatiu Hilbert. in concluzie spaliul l9 este izomorf cu
nn spalin Hilbert, q,.e.d.

brit"* enunla aium rezultatul principal al acestei lucrS,ri :

9. Tponnrvrx. Iie E pi F d,oud, spalii Banach d,i.ntre care cel Ttulin
rtnu,l este ile clasd, 9.

Dacd, orice olterator T ite ta E in I este absolut suma,bil gi are transpus
crbsohtt sttmabi.l itunci E sau I esta finit d'imension'al'

Demonstralr,e. sf,, presupunem cf,, ambele spalii -0 si ? sint infinit
dimensionale.

Dac5, f/ este de clasi" I atunci clin lema 8(i) rezultd, cd, tri este izomorf
cu uIL spatiu Hilbert iar z conline un gir d.e.sub.spalii finit dimensionale
En cn d1ti., r1q1< r qi pe care existfl proieclii de normf, < tr'

Prin urmare incluziunile canonice tr(n) --> tr(n) se pot p-relungi

naturallaoperatori T^e 9(8,-F)astfelcd'sup ll""ll < oo qi sup n1(T'"\:x
(deoarece tianspusa incturiunii canonice lr? {, nu este un operator abso-

iuJ sumanil). iceasta insd, contrazice faptul cfl-transpusul oricilrui opera-

tor T e9(Er -E) trebuie s5, fie absolut sumabil'

Dacil F aparline clasei g at:unci conform lemei 8(ii) -D este izomorf

"" ""1p"!iu 
gifnert iar trl conline un-gir 7l" q" subspalii.finit dimensio-

orf" 
",t'*r.p 

d,1?-, t*1n11< oo. Se aratS'rgoiSe3cqasta.e"st'e in contradic-

ti" "" fapiut'"d,'"fintutia g(8, F)_: \L@, la) implic[ existenfa un3i

;;;$r;#ff pentfii'"^"" ".ir) < M.ll?ll oricare ar fi Teg(tr(n),p)
qi oricare ar fi zr,elN, q.e.d.

Din teorema I rezwlld, c6 problema 2 al1ULi A. Grothendieck primeqte

oo ,A.piir* pozitiv ""ip"tl" "ifa "ggt 
dint-re spa.tiile -Osi 'E are structur5'

to"ute'n""o,iai1io"J;'i;;;;sur iui Y' Gordon F.l 
o'J,krvis' sau verificd'

ptottturn" fundamental5, a teoriei locale a spaliilor Banach'

Primiti la redactie in 16 ianuarie 1979
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ON EQUALITYg(8, Fl:N(1, I)
(ABSTRACT)

A Banach space E is said to be a 9-space provlded that if every cornpositlon (7 denotes,
the canonlcal inclusion)

"o3n'a 41"0
is absolutely summing then .E is either finlte dimensional ol E contains uniformly the spaces
l6(n), n € lN. By combining the main result in [7] with the proof of Theorem 2.6 in [2] it fol-
lows that every Banach space lvlth local uncondltional structure in the sense of Gordon and
Lewls is a t-space. Also, lf .E contains for p : 1 (or p : 2) tr-cornplemented subspaces 8r,
with d(.Eo, lr(n) ( ),, neN, then E is a e-space.

ItAl:\' RESUL? . Let E or F be a s-space. If every operator Tes(E,.1.-) ls absolu-
t ely summlng and has absolutely summing adjoint then E or F is finite dimensional.


